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利用者には受け入れやすい。そこで，本研究では Lord and Wingersky（1984）が提案した手法によ







（Classical Test Theory; 古典的テスト理論）モデルにおける欠点の多くを克服し，かつ柔軟な学力
測定を可能にする技術・理論の体系である。IRT は学力テストから心理尺度構成まで幅広い場面で
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トユーザーにとって解釈のしにくい得点になりがちであるという欠点も抱えている。










　本研究では，この IRT スコアの解釈困難性の問題を解消する方法として recursion formula（Lord 
& Wingersky, 1984）を計算アルゴリズムとする IRT observed score によって IRT 尺度得点の分布
を正答数得点の分布に変換する方法（Kolen & Brennan, 2014）を提案する。この分布を復元得点分












　受検者 i が項目 j に反応する確率をロジスティック関数によって定義する。ロジスティック関数
は0から1の範囲の値を返すため，これを反応確率とみなすことができる。関数のパラメタとして
受検者の能力パラメタθi と項目の識別力パラメタ aj，困難度パラメタ bj を用いると，2PLM は，
⑴




　さらにこの反応確率を用いて受検者 i が項目 j に uij と反応する確率は，
とも表現できる。以後，簡単のため u=1の反応確率を Pij，u=0の反応確率を Qij と表記する。項目
パラメタを所与としたときに得られるロジスティック曲線を，ICC（Item Characteristic Curve; 
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の議論は Baker & Kim（2004）や豊田（2005）などを，ベイジアン IRT モデリングについては Fox
（2010）を参照されたい。
































づけのための理論やその条件については Kolen & Brennan（2014）や加藤・山田・川端（2014）を参
照されたい。
　
2．IRT observed score distribution
　IRT scale score や IRT true score との比較を含めながら，IRT observed score の導出方法につ
いて説明する。
年報07柴山氏ほか1C_三[93-114].indd   95 令和1/06/13   18:29:20
―　　―96
IRT observed score と IRT true score による復元分布の精度比較
2.1 IRT scale score
　IRT によって推定される受検者の能力に関するスコアは大きく3種類に大別できる。ひとつはモ
デルのパラメタθをそのまま，あるいは線形変換して，それを個人のスコアとして報告する方法で
















2.2 IRT true score
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　尺度得点と IRT true score はどちらも受検者個人の得点に注目したスコアであった。PISA や
TIMSS といった国際学力調査をはじめとする，個人スコアではなく集団スコアに注目する学力テ
ストにおいて，IRT true score によって集団スコアを計算すると，正答数得点の満点のすこし手前
で頭打ちが生じる。これは一般的な学力テストにおいて，理論上の IRT true score 最大値が項目数
であっても，推定された項目パラメタの組み合わせによっては，正答確率がすべての項目でほぼ1
という受検者はごくわずかになる事に起因する。 したがって実際の素点のヒストグラムに比べて，
IRT true score のヒストグラムは正にゆがんだ分布になることが予想される。
2.3 IRT observed score
　そこで，すべての取り得る項目反応パタンの確率を考慮し，θを周辺化（marginalization）するこ
とで分布を推定する IRT observed score を利用する方法が用いられる。この方法では受検者の個
人スコアは考慮せず，まずは受検者ごとの全項目反応パタン（2n 通り）の反応確率を計算し，それを
受検者についての総和をとって集団の学力分布を把握する。IRT observed score の計算アルゴリ
ズムとして Lord & Wingersky（1984）の recursion formula（再帰公式）が用いられる。
　この再帰公式の考え方では，まずテスト項目を任意の順番に配列し，1項目から r 項目へと順番
に計算をしていく。ここでは，はじめに反応確率 Pir と Qir によって具体例を説明し，その後関数
fr（x│θi）を使用した一般形を導出する。ここでは前節で導入した正答確率と誤答確率を使用して
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各反応確率の積の項に注目すると，最後の1文字を除いた反応確率の計算（PQQ で言うなら PQ の
部分）は，項目数が2の場合に既に計算したもの（Pi1 Qi2）に等しいことが分かる。つまり項目数が r
の場合の fr（x│θi）は，同じく項目数が r-1の場合の fr-1（x│θi）という関数を内包していることになる。
このようにある関数の定義にその関数自体を含むものを再帰的と呼ぶ。この考え方に沿って一般化
を目指すと，項目数 r のテストにおける任意の受検者θi が取りうる正答数得点の確率分布は，正答
数得点を x とおいて，
 ⑾





















るため，より適切な分析である。ここでは等化後のテスト X と Y のパラメタを用いて得点を比較
するための手法について述べる。対応づけ得点の算出には，単純に尺度得点を比較することの他に，
IRT true score を比較する方法と，本研究で焦点を当てる IRT observed score を比較する方法の2
種類がある。本研究が参考とした資料ではいずれの方法も専門用語として equating の語句を用い
ているため，ここでもそれに従い等化という表現を用いる。
3.1 IRT true score equating
　IRT true score を利用する等化手法は，等しいθから計算された異なるテストの期待テスト得点
等化得点であるとする方法である。テスト X の真値をτX，テスト Y の真値をτY とおく。この真
値は能力パラメタθの関数として定義されているが，その逆関数τX
-1 も定義することができる。こ









（1980）や Kolen & Brennan（2014, pp.192-194）を参照されたい。
　いま，δX により推定されたθx を用いてτX が得られているとする。等化の目的はテスト Y に
おいて同じθの値ならばどのくらいの真値であるのかを知ることなので，




真値の扱いに関しては理論的な根拠はないとも指摘されており（Lord & Wingersky, 1984），等化得
点の解釈には注意が必要である。
 ⒁
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3.2 IRT observed score equating
　IRT observed score は単に分布を復元するだけでなく，テスト得点の等化のにおいても有効であ
る。例えば，異なるテスト X と Y のテスト得点を対応づけする場合，モデルがフィットしてれば
IRT observed score equating の結果は素点の等パーセンタイル等化（equipercentile equating）の結
果に等しい。
　いま，テスト X の素点 X とテスト Y の素点 y を等化したいとする。そのためには IRT observed 
score，
を計算し，その結果を素点 x と等パーセンタイル等化法によって対応づけする。つまり，IRT 
observed score equating とは，モデルに基づく復元得点分布を等パーセンタイル等化する方法であ
る。
　Kolen & Brennan（2014, p.201）は IRT true score と比較するような形で IRT observed score の
利点を説明している。IRT true score は計算が容易であり，能力の分布に依存しないが，モデルに





るが，その後の Han, Kolen & Pohlman（1997）は2つの手法はいくらか異なる結果を返すと述べて
いる。Han et al.（1997）によれば，IRT observed score による等化後の分布は素点の分布よりも，
























　分析はすべてプログラミング言語 R（R Core Team, 2018）のバージョン3.5.1を使用しておこなっ
た。項目パラメタの推定に関しては，EM アルゴリズムを用いる周辺最尤推定法の計算アルゴリズ
ムを C++ で記述し，それを R 上で動作させるために Rcpp パッケージを用いてコンパイラした。
IRT true score と IRT observed score の産出アルゴリズム，等パーセンタイル等化法の計算アル
ゴリズムは柴山他（2018）が公開しているアルゴリズムをベースに関数化したものを使用している。
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表1　推定された項目パラメタとその標準誤差
図2　項目特性曲線と項目情報量
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　最後に，IRT true score distribution と IRT 復元得点分布の違いを，このデータを用いて説明す
る（図5）。比較するのは，IRT true score equating により産出した2004年度の素点に対しての




とに起因していると考えられる。IRT true score のグラフは0点と25点（満点）が対応しており一
見整然性のあるグラフに見えるが，これはあくまでも等化する際の仮定によるものであり，現実の
データを反映している訳ではないことには注意が必要である。
図5　IRT true score equating と IRT observed score equating の結果比較


























点である。それ以外の得点は，アンダーバーの右側が得点産出方法を示し，true は IRT true score 
distribution で，obs は IRT 復元得点分布である。アンダーバーの左側は項目パラメタの種類であり，
表2　シミュレーションに使用した分布のハイパーパラメタ
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true は真値を，est は推定値を用いて推定した分布であることを表現している。
　全体として，一番大きく素点の分布から形状がずれているのは推定値δ̂で計算した IRT true 
score distribution であり，その次にずれが大きかった分布は真値δで推定した IRT true score 
distribution であった。IRT observed score の場合は，推定値で産出した IRT 復元得点分布は素点
の分布をよく復元できているものの，分布の端の方でわずかにズレが生じている。真値で推定した
IRT 復元得点分布はすべての条件においてほぼ完全に素点の分布と一致している。また，推定値δ̂
で計算した IRT true score distribution は累積分布関数の傾きがやや急になっており，分布は負に
歪んでいる事がわかる。逆に，IRT 復元得点分布は累積分布関数の傾きがわずかに緩やかで，正に
歪んでいる。
　識別力を変化させた場合，特に高い識別力の条件において，推定値δ̂で推定した IRT true score 
distribution は起伏の激しい累積分布関数となっている。識別力が低い条件では，IRT true score 
distribution と IRT 復元得点分布のどちらとも素点の分布からすこし歪んだ分布関数となっている。
　困難度を変化させた場合では，大きな変化は特に見られなかった。
　受検者人数を変化させた条件では，人数が増加するにつれて IRT 復元得点分布は素点の分布に




observed score distribution であった。次に，IRT true score は識別力の影響を受けやすく，元の
素点の分布の復元精度という観点では IRT 復元得点分布の方が優れた手法である。最後に，IRT 
復元得点分布は真値で推定する場合ほぼ完全に素点の分布を比較でき，推定値の場合も比較的良好
な精度であった。
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 IRT （Item Response Theory） model is used in some international student assessments and 
this model has advantages in estimating latent ability and accurate linking. However, it has a 
disadvantage that it is difficult for test users other than experts to understand due to its scale is 
invariant. Moreover, it is strongly sensitive to the outlier in discriminating parameter.
 From the point of view of the test culture in Japan, it is desirable that the test score is not a 
scale score but a score based on the number of correct response. This study aims to introduce 
how to calculate IRT observed score distribution, which is IRT score based on the estimated 
item parameter, and compare which of IRT observed score and IRT true score is better in the 
performance of reproduction raw score distribution.  Real data and simulation study showed that 
IRT observed score distribution is more accuracy in the reproduction performance.
Some key words：IRT; observed score; recursion formula; equating
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